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B.10 Hölder Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

C Functional Analysis and Operator Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
C.1 Linear Operators on Normed Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

C.1.1 Equivalence of Boundedness and Continuity . . . . . . . . . . 301
C.1.2 Isomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
C.1.3 Eigenvalues and Eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303

C.2 Some Useful Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
C.2.1 Orthogonal Projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304



x Contents

C.2.2 Multiplication Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
C.2.3 Integral Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
C.2.4 Convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

C.3 The Space B(X, Y ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
C.4 Banach Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
C.5 Some Dual Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

C.5.1 The Dual of a Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
C.5.2 The Dual of Lp(E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314
C.5.3 The Relation between Lp′

(E) and Lp(E)∗ . . . . . . . . . . . . 315
C.6 Adjoints for Operators on Hilbert Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

C.6.1 Adjoints of Bounded Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
C.6.2 Adjoints of Unbounded Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318
C.6.3 Bounded Self-Adjoint Operators on Hilbert Spaces . . . . 319
C.6.4 Positive and Positive Definite Operators on Hilbert

Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
C.7 Compact Operators on Hilbert Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

C.7.1 Definition and Basic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
C.7.2 Finite-Rank Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325
C.7.3 Integral Operators with Square-Integrable Kernels . . . . . 327

C.8 The Spectral Theorem for Compact Self-Adjoint Operators . . . 328
C.8.1 Existence of an Eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328
C.8.2 The Spectral Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329

C.9 Hilbert–Schmidt Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
C.9.1 Definition and Basic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
C.9.2 Singular Numbers and Schatten Classes . . . . . . . . . . . . . . 333
C.9.3 Hilbert–Schmidt Integral Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
C.9.4 Trace-Class Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338

C.10 The Hahn–Banach Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
C.10.1 Abstract Statement of the Hahn–Banach Theorem . . . . . 339
C.10.2 Implications of the Hahn–Banach Theorem . . . . . . . . . . . 340
C.10.3 Orthogonal Complements in Normed Spaces . . . . . . . . . . 342
C.10.4 X∗∗ and Reflexivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342
C.10.5 Adjoints of Operators on Banach Spaces . . . . . . . . . . . . . 343

C.11 The Baire Category Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
C.12 The Uniform Boundedness Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346
C.13 The Open Mapping Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
C.14 The Closed Graph Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348
C.15 Schauder Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

C.15.1 Continuity of the Coefficient Functionals . . . . . . . . . . . . . 349
C.15.2 Minimal Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
C.15.3 A Characterization of Schauder Bases . . . . . . . . . . . . . . . . 352
C.15.4 Unconditional Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352

C.16 Weak and Weak* Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353



Contents xi

D Borel and Radon Measures on the Real Line . . . . . . . . . . . . . . 355
D.1 σ-Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355
D.2 Signed Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

D.2.1 The Jordan Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359
D.3 Positive Measures and Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361

D.3.1 Basic Properties of Positive Measures . . . . . . . . . . . . . . . . 361
D.3.2 Borel Measurable Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362
D.3.3 Integration of Nonnegative Functions . . . . . . . . . . . . . . . . 362
D.3.4 Integration of Arbitrary Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364

D.4 Signed Measures and Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366
D.5 Complex Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368
D.6 Fubini and Tonelli for Borel Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
D.7 Radon Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374
D.8 The Riesz Representation Theorem for Positive Linear

Functionals on Cc(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375
D.8.1 Topologies on Cc(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376
D.8.2 Positive Linear Functionals on Cc(R) . . . . . . . . . . . . . . . . 378

D.9 The Relation Between Radon and Borel Measures on R . . . . . . 379
D.10 The Dual of C0(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382

E Topological Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385
E.1 Motivation and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385
E.2 Topological Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390

E.2.1 Base for a Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390
E.2.2 Topological Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390

E.3 Topologies Induced by Families of Seminorms . . . . . . . . . . . . . . . 392
E.3.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
E.3.2 The Topology Associated with a Family of Seminorms . 392
E.3.3 The Convergence Criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394
E.3.4 Continuity of the Vector Space Operations . . . . . . . . . . . . 396
E.3.5 Continuity Equals Boundedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396

E.4 Topologies Induced by Countable Families of Seminorms . . . . . 398
E.4.1 Metrizing the Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 398
E.4.2 Tempered and Compactly Supported Distributions . . . . 400

E.5 C∞

c (R) and its Dual Space D′(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
E.5.1 The Topology on C∞

c (R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
E.5.2 The Space of Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404

E.6 The Weak and Weak* Topologies on a Normed Linear Space . . 405
E.6.1 The Weak Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405
E.6.2 The Weak* Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406

E.7 Alaoglu’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408
E.7.1 Product Topologies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408
E.7.2 Statement and Proof of Alaoglu’s Theorem . . . . . . . . . . . 409
E.7.3 Implications for Separable Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410

E.8 Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412



xii Contents

F Complex Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413
F.1 Analytic Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413
F.2 Power Series and Taylor Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414
F.3 Dirichlet Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415
F.4 Trigonometric Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416
F.5 Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417

G Zorn’s Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421

Hints and Solution Sketchess for Exercises and Additional
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453

Index of Symbols . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 457

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463


